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 S t r e s z c z e n i e . Opracowano model matematyczny dynamiki zespołu napędowego z siłownikiem 

hydraulicznym, w którym uwzględniono: spręŜystość cieczy i instalacji oraz siłę tarcia suchego i lepkiego. 

Przeanalizowano wpływ sił tarcia suchego pomiędzy współpracującymi elementami siłownika zwiększo-

nych wskutek błędów nieosiowego połoŜenia par obrotowych mocowania siłownika na sprawność mecha-

niczną. Wartości sił tarcia działających pomiędzy tłokiem i tłoczyskiem a cylindrem obliczono iteracyjnie. 

Przedstawiono wyniki komputerowej symulacji ruchu układu napędowego podnoszenia wysięgnika łado-

warki i wyznaczono charakterystyki sprawności mechanicznej. 

 S ł o wa  k l u c z o we :  dynamika, siłownik, tarcie suche, sprawność mechaniczna 

WPROWADZENIE 

Siłownikowy napęd hydrauliczny jest najbardziej rozpowszechnionym napę-
dem stosowanym w mobilnych maszynach roboczych – budowlanych, górni-

czych, rolniczych i innych (Morecki i in. 2002, Stępniewski 2004). Współpraca 

elementów w liniowych napędach płynowych jest waŜnym zagadnieniem z punk-

tu widzenia eksploatacji i energochłonności maszyn (Borkowski i in. 2001, Brach 

i Tyro 1986). Pojawienie się sił poprzecznych na tłoczysku jest zjawiskiem bar-

dzo niekorzystnym, powodującym zwiększenie i zmianę rodzaju tarcia z płynne-

go na suche. Współpracujące elementy zuŜywają się szybciej, co w początkowej 

fazie docierania zmniejsza wartości sił tarcia. Wskutek powiększania się luzu 

maksymalnego pasowań ruchowych, współpracujący układ ustala nowe połoŜenie 

równowagi zmieniające wzajemne usytuowanie współpracujących elementów. 

Dodatkowo pojawiają się siły składowe prostopadłe do osi łączącej pary obroto-
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we siłownika, powstaje moment zginający zwiększający poprzeczne odkształce-

nia spręŜyste tłoczyska. Następuje zwiększenie siły tarcia, temperatury współpra-

cujących elementów i zapotrzebowania na energię. 
Przyczynami tego zjawiska są nieosiowości zespołu tłok-tłoczysko i cylindra 

siłownika spowodowane, np. błędami montaŜu lub zuŜyciem połączeń obroto-

wych siłownika. Niewielkie niedokładności montaŜu prowadzące do przesunięcia 

środków par obrotowych siłownika poza jego oś, mogą doprowadzić do wielo-

krotnego wzrostu oporów tarcia zaleŜnych od połoŜenia tłoka wskutek zwiększe-

nia nieosiowości działania siły obciąŜającej. 

Celem pracy było określenie wpływu zwiększonego działania sił tarcia su-

chego spowodowanego błędami nieosiowego połoŜenia par obrotowych siłowni-

ka na przebiegi sprawności mechanicznej podczas realizacji zadanego ruchu. 

Model matematyczny układu napędowego z siłownikiem hydraulicznym dwu-

stronnego działania opracowano przy wykorzystaniu równań ciągłości i bilansu 

natęŜeń przepływu oraz równań równowagi kinetostatycznej. Uwzględniono po-

datność hydrauliczną i mechaniczną, wpływ ściśliwości cieczy, odkształceń sprę-
Ŝystych cylindra, tłumienie drgań, tarcie suche pomiędzy tłokiem a cylindrem i w 

parach obrotowych siłownika oraz układ sterowania. 

SFORMUŁOWANIE ZADANIA 

ZałoŜono, Ŝe siły reakcji działają pomiędzy pierścieniem tłoka a cylindrem  

i pomiędzy tłoczyskiem a uszczelnieniem. Przyjęto, Ŝe nieosiowe połoŜenie obu 

par obrotowych moŜe wystąpić po tej samej lub przeciwnych stronach osi siłow-

nika (rys. 1a) lub moŜe być spowodowane nadmiernym zuŜyciem współpracują-
cych elementów (rys. 1b). 

Układ napędowy z siłownikiem hydraulicznym (rys. 2), składa się z siłownika 

hydraulicznego dwustronnego działania (1). Do części podtłokowej i nadtłokowej 

doprowadzany jest czynnik roboczy z serwozaworu hydraulicznego ze sterowa-

niem elektrycznym (2) zasilanego przez zasilacz (3). Górną wartość ciśnienia w 

zasilaczu ogranicza zawór przelewowy (4). Prędkość ruchu tłoka siłownika (1) 

regulowana jest przez zmianę przemieszczenia ui(t) suwaka serwozaworu (2). 

Względne przemieszczenie kątowe i prędkość członu napędzanego są mierzone 

odpowiednio przez przetworniki pomiarowe (8) i (7), umieszczone w osi obrotu 

członu napędzanego przez siłownik (1). Sygnały wartości mierzonych, porówny-

wane są z sygnałami wartości zadanych z generatora „wzorca ruchu” (5). W ste-

rowniku (6) sygnały uchybów są wzmacniane i przekształcane na napięcie zasila-

jące cewkę serwozaworu, sterującą przemieszczeniem suwaka ui(t). Siła napędo-

wa siłownika działa na człon napędzany w punkcie mocowania tłoczyska o współ-

czynnikach spręŜystości ik ,λ  i tłumienia il ,λ . 
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a 

 

b 

 

Rys. 1. Siły obciąŜające zespół tłok-cylinder – opis w tekście 

Fig. 1. Load forces of piston-cylinder unit – explanations in text 

 
Rys. 2. Układ napędowy z siłownikiem hydraulicznym – opis w tekście 

Fig. 2. Drive system with hydraulic cylinder – explanations in text 
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Siłę napędową iwF ,  działającą w osi i-tego siłownika, przy uwzględnieniu: –

siły oporu ruchu tłoka w cylindrze, zaleŜnej od jego prędkości (tarcia wiskotycz-

nego), – stałej siły tarcia ruchowego S
ictT ,  oraz sumy sił tarcia ruchowego AB

ictT ,  

rozwijających się pomiędzy pierścieniem tłoka a cylindrem oraz pomiędzy tło-

czyskiem a uszczelnieniem określa się z równania równowagi kinetostatycznej 

AB
ict

S
ictiitciiiiiw TTtxbSpSpF ,,,1,,2,2,1,1, )( −−−−= & ,      (1) 

gdzie:   2
,,1 25,0 ici dS π= , ( )2

,
2
,,1 25,0 itici ddS −π= , 

dc,i − średnica cylindra (m), dt,i − średnica tłoczyska (m), btc,i – współczynnik 

oporu ruchu tłoka (kg⋅s-1), p1,i, p2,i − ciśnienia w częściach pod i nadtłokowej 

(Pa), ix ,1
& .– prędkość ruchu tłoka względem cylindra (m⋅s-1). 

Po wyznaczeniu siły napędowej Fw,i, oblicza się składową siły Fi działającą w 

osi łączącej punkty Ot,i i Oc,i (rys. 1a) 

                                
i

ioiw

i
x

xF
F

,2

,,2,= ,          (2) 

gdzie: lrc,i – odległość punktu Oc,i od osi siłownika (m), przy czym wymiar lrc,i 

naleŜy podstawić ze znakiem minus, gdy osie par obrotowych leŜą po tej samej 

stronie osi siłownika, lrt,i – odległość punktu Ot,i od osi siłownika (m), iox ,,ξ , ix ,ξ  

– odległości osi par obrotowych siłownika bez uwzględnienia )1( =ξ  i przy 

uwzględnieniu )2( =ξ  odkształceń elementów spręŜystych, mierzone w osi si-

łownika (m). 

Ze względu na statyczną niewyznaczalność, reakcje elementów tłoka (tłoczy-

ska) i cylindra moŜna wyznaczyć przy załoŜeniu, Ŝe działają tylko w dwóch punk-

tach A i B. Na podstawie rysunku 1a i wprowadzonych na nim oznaczeń, reakcje 
A

ictN ,  działającą w punkcie A pomiędzy tłoczyskiem i uszczelnieniem i B
ictN ,  dzia-

łającą w punkcie B pomiędzy tłokiem i cylindrem, określa się z zaleŜności: 
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przy czym: iicitti xllb ,2,, −+= , 
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5,0 +−+
= , 

gdzie: lc,i – odległość pomiędzy punktami Oc,i i A mierzona w osi siłownika (m), 

ltt,i – odległość pomiędzy punktami B i Ot,i mierzona w osi siłownika (m), rA,i – 

ramię działania siły Fi względem punktu A (m), rB,i – ramię działania siły Fi 

względem punktu B (m), ( )iSiin rFz ,, sgn=  przyjmuje wartość +1 lub -1 zaleŜnie 

od kierunku działania momentu sił reakcji względem punktu S leŜącego na osi 

tłoka, równoodległego od jego pierścieni, gdzie ramię działania siły Fi względem 

punktu S określa zaleŜność 

                 
( )( )

io
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Dla przypadku przedstawionego na rysunku 1b, wymiar lrc,i = 0, natomiast wy-

miar lrt,i oblicza się z zaleŜności 
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Siłę tarcia AB
ictT ,  ruchowego wyznacza się w sposób iteracyjny według zaleŜności 

                      B
ictict

A
ictiut

AB
ict NNT ,,,,, µ+µ= ,                                    (6) 

gdzie µct,i, µut,i – współczynniki tarcia ruchowego w połączeniach: tłok-cylinder, 

tłoczysko-uszczelnienie. 

Obliczoną wartość siły tarcia AB
ictT ,  podstawia się do zaleŜności (1), (przy pierw-

szej iteracji AB
ictT , = 0) i wyznacza ponownie siłę napędową iwF , . Obliczenia wy-

konuje się do momentu, gdy róŜnica pomiędzy kolejnymi wynikami będzie za-

wierać się w przyjętym błędzie. 

Z bilansu natęŜeń przepływu (rys. 2), (Gierulski i Wójcik 1992, Stryczek 

1997, Szydelski 1980) otrzymuje się zaleŜności wiąŜące prędkość ruchu tłoka z 

ciśnieniami i natęŜeniami przepływu: 
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przy czym:  iiiiiiiiii puHuppuHuQ ,1,1,1,0,01,1 )()( −φ−−φ= ,    (8) 

    iiiiiiiiii puHuppuHuQ ,2,2,2,0,02,2 )()( φ−−−φ= , 
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    [ ][ ]Tiiiiiikiki KKKuu ,,,,,,1,, ∆∆∆εωϕ− ΘΘΘ−= &&& ,     (9) 

gdzie:   )()( ,0,1, kikii tt Θ−Θ=Θ∆ , )()( ,0,1, kikii tt Θ−Θ=Θ∆
&&& , 
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gdzie: min,,,1,1 isii lxh −= , max,,,1,1,,2 isiiiti lxhsh +−=−= ,  

E − moduł Younga materiału cylindra (Pa), Ec − moduł ściśliwości cieczy roboczej 

(Pa), gi − grubość ścianki cylindra (m), iii KKK ,,,  , , εωϕ  – współczynniki wzmocnienia 

uchybów połoŜenia, prędkości i przyspieszenia, ls,i,min, ls,i,max − minimalna i maksy-

malna odległość pomiędzy punktami mocowań siłownika (m), p0,i − ciśnienie zasila-

nia (Pa), st,i − skok tłoka (m), ui(t) – przemieszczenie suwaka serwozaworu 

( 1)(1 ≤≤− tui ), przy czym H(ui) = sgn(sgn ui +1), Q1,i, Q2,i − natęŜenia przepływu 

cieczy do komory pod i nadtłokowej (m3⋅s-1), φ φ φ φ01 02 1 2, , , ,, , ,i i i i    – stałe zaleŜne od 

konstrukcji serwozaworu, ε − udział objętościowy powietrza w cieczy roboczej, 

)( ),( ),( ,,, kikiki ttt ξξξ ΘΘΘ &&&  – czasowe przebiegi współrzędnych uogólnionych i ich 

pochodnych: – otrzymane z rozwiązania zadania odwrotnego (ξ = 0), – realizo-

wane przy pominięciu (ξ = 1) i uwzględnieniu (ξ = 2) spręŜystych odkształceń 
osiowych tłoczyska podczas zaplanowanego ruchu po trajektorii w kroku czaso-

wym k (rad), (rad⋅s-1), (rad⋅s-2). 

Równanie ruchu tłoka ma postać 

 )( )( ,,,1, tFtFxm ikliwiit −=&& ,          (11) 

gdzie:   [ ] [ ])()()()( ,2,1,,2,1,, txtxltxtxkF iiiiiiikl
&& −+−= λλ      (12) 

ii lk ,,  , λλ − współczynniki osiowej spręŜystości (N⋅m-1) i tłumienia (kg⋅s-1) tłoczy-

ska, mt,i − masa tłoka wraz z tłoczyskiem (kg). 

Momenty sił spręŜystości Mkl,i(t) równowaŜą momenty sił Mi(t) opisane równa-

niami ruchu maszyny manipulacyjnej, będące sumą momentów masowych sił 

bezwładności oraz momentów sił odśrodkowych, Coriolisa i grawitacji, co moŜna 

zapisać jako: 
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    )(
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)()( ,2

,2
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1

,,1, tM
dt

td
DtMtM iocg

j
n

j

jiiikl +
Θ

== ∑
=

,     (13) 

gdzie: D1,i,j − macierz bezwładności (kg⋅m-2), Mocg,i(t) − suma momentów sił od-

środkowych, Coriolisa i grawitacji (N⋅m), j − numer kolumny macierzy bezwład-

ności, przy czym 

                           
i

inio

iklikl
x

rx
FtM

,1

,2,,,1

,, )( = ,       (14) 

gdzie inr ,,ξ  – ramię działania siły siłownika w osi łączącej jego pary obrotowe 

względem osi napędzanej pary obrotowej, bez uwzględnienia )1( =ξ  i przy 

uwzględnieniu )2( =ξ  odkształceń elementów spręŜystych (m). 

Sprawność napędu ηn,i, jako stosunek sumy modułów mocy potrzebnej na 

pokonanie momentu obciąŜenia w parze obrotowej maszyny manipulacyjnej i sił 

tarcia w parach obrotowych siłownika do modułu włoŜonej mocy potrzebnej do 

nadania ruchu postępowego tłoka wyraŜa się w postaci 
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przy czym: 

 inii rFM ,2,= ,  iitiotiot FrM ,,, µ= ,  iiciocioc FrM ,,, µ= , 
2

,,2

2
,,2

2
,2

2
,

,

io

ioiin
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x

xb &&

&
−Θ

=α , 

gdzie: rc,i, rt,i – promień wewnętrzny panewki pary obrotowej cylindra, tło-

czyska, µc,i, µt,i – współczynniki tarcia ruchowego w parach obrotowych 

cylindra, tłoczyska. 

Po rozwiązaniu równań (13) ze względu na przyspieszenia kątowe i wprowa-

dzeniu współrzędnych stanu:  

 ikikikik YYYY ,24,13,22,11  , , , Θ=Θ=Θ=Θ= ++++
&& , ikik pYpY ,26,15  , == ++ ,  (16) 

otrzymuje się równania: 

    ( )iklin
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k
k Y

dt

dY
+

+ = 1
3 , k

k Y
dt

dY
+

+ = 2
4 , 

i

inkik

C

rYQ

dt

dY

,1

,1,1,15 ++
−

= , 

i

inkiik

C

rYSQ

dt

dY

,2

,1,1,2,26 ++
+

= ,  k = 6(i - 1),      (17) 

gdzie: wyznaczniki jiD ,,1  – układu równań ruchu, 
i

D
,2Θ&&

 – przyspieszeń w pa-

rach kinematycznych i. 

Do rozwiązania równań moŜna wykorzystać dowolną metodę całkowania 

numerycznego ze stałym lub zmiennym krokiem całkowania.  

PRZYKŁAD LICZBOWY 

Metodą symulacji komputerowej wyznaczono charakterystyki sprawności dla 

układu napędowego podnoszenia wysięgnika ładowarki Ł-1 (i = 2) (2). WaŜniej-

sze dane liczbowe przyjęto następująco: dc,2 = 0,12 m, dt,2 = 0,08 m, st,2 = 0,8 m, 

lt,2 = 0,12 m, µ ct,2 = 0,11, µ ut,2 = 0,3. Pozostałe wielkości określono w funkcji 

skoku st,2: x2,2,max = 2,54 st,2 = 2,032 m, x2,2,min = 1,54 st,2 = 1,232 m, ltt,2 = lc,2 = 

1,4 st,2 = 1,12 m.  

W celu określenia wpływu wymiarów lrc,2, lrt,2 i s2 oraz wartości względnego 

połoŜenia tłoka na sprawność, charakterystyki sprawności wyznaczono w funkcji 

max,2,22,,22, / xxx on =  dla pełnego zakresu ruchu siłownika wysięgnika od x2,2,min 

do x2,2,max przy zastosowaniu sinusoidalnego „wzorca” prędkości, otrzymując 

kolejne przebiegi na poszczególnych rysunkach dla wymiarów lrc,2, lrt,2 (rys. 3a): 

przebiegi 1-0, przebiegi 2-0,001 m, przebiegi 3-0,01 m, przebiegi 4-0,03 m, prze-

biegi 5-0,06 m oraz wymiaru s2 (rys. 3b): przebiegi 1-0, przebiegi 2-10
-5

 m, prze-

biegi 3-10
-4

 m, przebiegi 4-5·10
-4

 m, przebiegi 5-9·10
-4

 m 

Na rysunku 3a zamieszczono wyniki obliczeń dla czterech wariantów przesu-

nięcia osi par obrotowych poza oś siłownika: 

1. przyjęto wymiar lrc,2 = 0 i zmieniano wymiar lrt,2,  

2. przyjęto wymiar lrt,2 = 0 i zmieniano wymiar lrc,2, 

3. zmieniano oba wymiary, przy czym lrc,2 = lrt,2, 

4. zmieniano oba wymiary, przy czym lrc,2 = – lrt,2. 
Na rysunku 3b przedstawiono charakterystyki sprawności jako funkcje wy-

miaru xn,2 i czasu t.  
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b 

   

Rys. 3. Charakterystki sprawności mechanicznej zespołu napędowego 

Fig. 3. Mechanical efficiency characteristics of drive system 
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WNIOSKI 

Zaproponowany model matematyczny układu napędowego umoŜliwia analizę 
i dobór parametrów kinematycznych i dynamicznych napędu przy uwzględnieniu 

wpływu tarcia wiskotycznego i suchego. Model stanowi „moduł”, który po dołą-
czeniu do modelu matematycznego maszyny manipulacyjnej z więzami sztyw-

nymi, tworzy model matematyczny uwzględniający podatność, tłumienie i tarcie 

suche w układach napędowych. 

 Na podstawie wyników obliczeń moŜna sformułować następujące wnioski: 

1. Największa sprawność zespołu napędowego bez uwzględnienia błędu nie-

osiowego połoŜenia par obrotowych siłownika, wynosi ok. 90% i dla niewielkich 

wartości wymiarów lrc,2 i lrt,2 zmniejsza się do wartości ok. 84%, jest większa 

w pobliŜu skrajnych połoŜeń tłoka. 

2. W miarę zwiększania wartości wymiarów lrc,2 i lrt,2 sprawność maleje, 

przy czym dla wariantu lrc,2 = 0, sprawność maleje najwolniej a dla wariantu lrt,2 

= lrc,2 najszybciej. 

3. Wpływ wymiarów lrc,2 i lrt,2 na wartość i charakter przebiegu sprawności 

dla wariantów lrt,2 = 0 i lrt,2 = - lrc,2 jest mniejszy, dla wariantu lrc,2 = 0 nieco 

większy, a dla wariantu lrt,2 = lrc,2 największy. 

4. MoŜna przypuszczać, Ŝe warianty nieosiowego połoŜenia par obrotowych, 

dla których lrc,2 ≠ 0 i lrt,2 ≠ 0 oraz s2 ≠ 0, najbardziej odzwierciedlają rzeczywi-

stość. 
5. Wpływ wartości wymiaru s2 na sprawność jest zauwaŜalny dopiero po 

przekroczeniu połowy drogi wysuwu tłoka i maleje w miarę wysuwu tłoka.  
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 Ab s t r a c t .  A matematical model of electrohydraulic drive system with hydraulic cylinder and 

steering system was developed. Torsion flexibility of the drive shaft, its torsion vibration considera-

tion, viscous and dry friction, were included in the model. There was analysed the problem of in-

crease in dry friction in consequence for out-of-alignment positioning of hydraulic cylinder rota-

tional couplings with cylinder axis as affecting its mechanical efficiency. It was assumed that fric-

tion forces appear between piston rings and cylinder and also betwen piston rod and the seal. The 

friction force was iteratively computed from the static balance condition. The mechanical efficiency 

for the loader lifting-mechanism was computed. 

 K e ywo r d s :  dynamics, hydraulic cylinder, dry friction, mechanical efficiency 

 

 


